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摘　要：　小波方法越来越广泛地应用到图像处理当中。小波萎缩方法是小波图像去噪方法中较为重要的方法之
一。本文主要介绍了图像小波去噪中较常用的小波萎缩方法,并主要针对 Ｂａｙｅｓ阈值,使用噪声方差邻域估计法加
以研究和实现,并将几种阈值函数的去噪效果进行了对比。
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1　引　言
小波去噪问题的本质是一个函数逼近问题,即

如何在由小波母函数伸缩和平移版本所展成的函数

空间中,根据提出的衡量准则,寻找对原信号的最佳
逼近,以完成原信号和噪声信号的区分。由此可见,
小波去噪方法也就是寻找从实际信号空间到小波函

数空间的最佳映射,以便得到原信号的最佳恢复。
从信号学的角度看,小波去噪是一个信号滤波

的问题,而且尽管在很大程度上小波去噪可看成是
低通滤波,但是由于在去噪后,还能成功地保留图像

特征,所以在这一点上又优于传统的低通滤波器。
由此可见,小波去噪实际上是特征提取和低通滤波
功能的综合。

传统的建立在傅里叶基础上的滤波方法,在提
高信噪比和提高空间分辨率两项指标上存在矛盾。
低通滤波固然能够通过平滑抑制噪声,但同时也会
把图像中的边缘变得模糊,而高通滤波可以使边缘
更加陡峭,但背景噪声也会被同时加强,与之相比,
基于小波变换的多分辨率滤波技术则有明显的优

点；它利用了小波变换中的变尺度特性对确定信号

具有一种 “集中 ”的能力,即如果一个信号的能量集
中于小波变换域少数系数上,那么对这些系数的取
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值,必然大于在小波变换域内能量分散于大量小波
系数上的信号或噪声的小波系数值。具体来说,小
波去噪方法的成功主要得益于小波变换具有如下特

点：(1)低熵性：小波系数的稀疏分布,使得图像变
换后的熵降低；(2)多分辨率：由于采用了多分辨率
的办法,所以可以非常好地刻画信号的非平稳特性,
如边缘、尖峰、断点等；(3)去相关性：因为小波变换
可以对信号进行去相关,且噪声在变换后有白化趋
势,所以小波域比时域更利于去噪；(4)选基灵活
性：由于小波变换可以灵活选择变换基,因此对不同
应用场合,对不同的研究对象,可以选用不同的小波
母函数,从而获得最佳的去噪效果。早期较简单的
从图像中利用小波变换滤除噪声的方法,都是先在
各分辨率的小波变换后,在图像的边缘上取若干行,
取其绝对值极大值的某一百分数作为噪声小波变换

的阈值,然后对图像各行进行阈值处理而得到；这种
办法虽然简单有效,但并没有突出小波变换的优点,
因此人们作了进一步的改进,提出把低分辨率 (即
大尺度 )下的小波变换全部保留,高分辨率 (即小尺
度 )下的小波变换则只有被认为是边缘附近的各点
才予以保留,其余的都去掉,由于噪声的小波变换主
要集中在小尺度层次中,因此经过上述处理后,噪声
基本去除掉而边缘信息得以较好的保留。
1.1　小波萎缩法和阈值萎缩法

小波萎缩法是目前研究最为广泛的方法,分成
如下两类：一类是阈值萎缩,由于阈值萎缩主要基于
如下事实,即比较大的小波系数一般都是实际信号
为主,而比较小的系数则很大程度是噪声,因此可通
过设定合适的阈值,首先将小于阈值的系数置零,而
保留大于阈值的小波系数,然后经过阈值函数映射
得到估计系数,最后对估计系数进行逆变换,就可以
实现去噪和重建；另一类萎缩方法则不同,它是通过
判断系数被噪声污染的程度,并为这种程度引入各
种度量方法 (例如概率和隶属度等 ),进而确定萎缩
的比例,所以这种萎缩方法又被称为比例萎缩。本
文将重点介绍阈值萎缩法。

阈值萎缩方法中的两个基本要素是阈值和阈值

函数。
1.1.1　阈值的选择

阈值的确定在阈值萎缩中是最关键的。目前使
用的阈值可以分成全局阈值和局部适应阈值两类。
其中,全局阈值对各层所有的小波系数或同一层内
的小波系数都是统一的；而局部适应阈值是根据当

前系数周围的局部情况来确定阈值。目前提出的全
局阈值主要有以下几种。

(1)Ｄｏｎｏｈｏ和Ｊｏｈｎｓｔｏｎｅ统一阈值(简称ＤＪ阈值)
δ=σ 2ｌｎＮ (1)

式中,σ为噪声标准方差,Ｎ为信号的尺寸或长
度 [1]。这是在正态高斯噪声模型下,针对多维独立
正态变量联合分布,在维数趋向无穷时的研究得出
的结论,即大于该阈值的系数含有噪声信号的概率
趋于零。这个阈值由于同信号的尺寸对数的平方根
成正比,所以当 Ｎ较大时,阈值趋向于将所有小波
系数置零,此时小波滤噪器退化为低通滤波器。

(2)基于零均值正态分布的置信区间阈值
δ=3σ～4σ (2)

这个阈值是考虑零均值正态分布变量落在 [—3σ,
3σ]之外的概率非常小,所以绝对值大于 3σ的系数
一般都被认为主要由信号系数构成。

(3)ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ阈值和 ＭａｐＳｈｒｉｎｋ阈值
在小波系数服从广义高斯分布的假设下,Ｃｈａｎｇ

等人得出了阈值

Ｔｂａｙｅｓ=σ2/σβ (3)
式中,σ为噪声标准方差,σβ为广义高斯分布的标
准方差值。

而在小波系数服从 Ｌａｐｌａｃｅ分布的假设下,
Ｍｏｕｌｉｎ等人给出了基于 ＭＡＰ方法的阈值 ＴＭＡＸ =
λ(λ为 Ｌａｐｌａｃｅ分布的参数值 )。

(4)理想阈值
理想阈值是在均方差准则下的最优阈值,同最

大最小化阈值一样,也没有显式的表达式,并且这个
阈值的计算通常也需先知道信号本身。但是由于实
际求取时这是不可能的,所以人们通过对这一准则
的估计版本,求出使估计最小的阈值,并以此为理想
阈值的估计。目前使用比较多的主要有如下两种方
法：一是 ＳＵＲＥＳｈｒｉｎｋ阈值,它是在 ＳＵＲＥ(Ｓｔｅｉｎ’ｓ
ＵｎｂｉａｓｅｄＲｉｓｋＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ)准则下得到的阈值,该
ＳＵＲＥ准则是均方差准则的无偏估计,并且 ＳＵＲＥ
阈值趋近于理想阈值；另外一个是 ＧＣＶ(Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ＣｒｏｓｓＶａｌｉｄａｔｉｏｎ)准则。ＧＣＶ虽然是有偏的,但是由
于用这种准则得到的最优阈值也趋近于理想阈值,
而且不需要对噪声方差进行估计,所以许多文献使
用这种准则来确定合适的小波萎缩阈值。

由于统一阈值计算简单,但是其趋向于 “过扼
杀 ”小波系数,从而会导致较大重建误差；置信区间
阈值虽跟图像 (信号 )尺寸无关,但由于随着图像尺
寸增大,大的噪声系数出现的数目会增多,并被保
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留,因而导致误差增大；最小最大化阈值,由于基于
悲观决策的思想,所以也会 “过扼杀 ”系数；理想阈
值从理论上说,是重建误差最小的阈值,因而其估计
版本 ＳＵＲＥＳｈｒｉｎｋ阈值和 ＧＣＶ阈值往往能够获得较

为满意的去噪效果；实验表明,ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ阈值能
够获得接近于理想阈值的去噪效果。所以本文将采
用此种阈值。
1.1.2　阈值函数

在阈值萎缩中,阈值函数体现了对几种系数的

不同处理策略及不同的估计方法。阈值函数主要可
以分为如下三种：硬阈值函数,软阈值函数和半软阈
值函数。
其中,硬阈值函数为

δ(ｗ)=ｗＩ(|ｗ|)>Ｔ (4)
而软阈值函数为

δ(ｗ)= (ｗ-ｓｇｎ(ｗ)Ｔ)Ｉ(|ｗ|)>Ｔ (5)
式中,Ｉ为示性函数,Ｉ如果为简单的线性函数,则软
硬阈值的效果如图 1-图 5所示。

图 1　原始信号
Ｆｉｇ.1　Ｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌ

图 2　硬阈值处理
Ｆｉｇ.2　Ｂｙｈａｒｄ-ｔｈｒｅｓｈｈｏｌｄｉｎｇ

图 3　软阈值处理
Ｆｉｇ.3　Ｂｙｓｏｆｔ-ｔｈｒｅｓｈｈｏｌｄｉｎｇ

图 4　噪声信号
Ｆｉｇ.4　Ｎｏｉｓｙｓｉｇｎａｌ

图 5　软阈值去噪信号
Ｆｉｇ.5　Ｄｅｎｏｉｓｅｄｓｉｇｎａｌｂｙｓｏｆｔ-ｔｈｒｅｓｈｈｏｌｄｉｎｇ

　　对噪声信号的效果如图 2所示。
Ｂｒｕｃｅ和 Ｇａｏ在高斯噪声条件下,得出了软阈

值和硬阈值萎缩方法的偏差、方差以及 Ｌ风险公式。

通过对这些公式的分析,得出了如下结论：①给定阈
值 Ｔ,软阈值总比硬阈值萎缩造成的方差小；②当系
数充分大时,软阈值比硬阈值方法造成的偏差大；
③当系数真值在 Ｔ附近时,硬阈值方法有最大的方
差、偏差以及 Ｌ风险；而软阈值方法则在系数真值较
大时才有较大的方差、Ｌ风险及偏差；两种方法在系
数真值较小时 Ｌ风险都很小。

半软阈值函数为：

δ(ｗ)=ｓｇｎ(ｗ)Ｔ2(|ｗ|—Ｔ1)
Ｔ2—Ｔ1 ×

Ｉ(Ｔ1<|ｗ|<Ｔ2)+ｗＩ(|ｗ|>Ｔ2) (6)
通过选择合适的阈值 Ｔ1和 Ｔ2,可以在软阈值方法
和硬阈值方法之间达到很好的折中。

1.2　信号及噪声的统计特性

1.2.1　信号在小波变换下的统计特征
通常,一幅自然图像大部分是均匀区域和纹理区

域的典型结合,同时拥有一小部分边缘信息作为对象
边界。一致均匀区域的像素点的幅值变化小,并且信
号大部分由低频部分组成,纹理区域的像素点的幅值
具有中等的变化且由低频和高频部分混合组成,边缘
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处像素幅值表现出剧烈变换,大都是由高频部分组
成。一幅原始图像经小波变换后得到结构化的小波
系数集,如果对比原始图像和小波变换图像 (小波系
数集 )直方图,可以看到在小波变换图像中数据的聚
集性更强,大量的幅值分布在零附近,越是高频这种
现象越明显,达到了去相关的目的。同时,在不同的
子带内,幅值的范围也不一样,高频子带中,系数幅值
绝大部分分布在零附近,极少数大幅值系数代表了图
像的细节信息,而低频信号幅值变化的范围大,分布
较为分散,含有大量的幅值较大的小波系数,聚集了
图像的大部分能量和总体信息,这说明较低层的小
波系数具有更重要的地位,以上统计特点与 ＤＣＴ等
一般变换是一致的。但同时,小波系数幅值与各子
带小波系数也有联系：由于其独特的时频局部化特

性,每个小波系数仅包含输入图像的局部特性,具有
时间和空间的局部化能力,小波变换后的 4个子带
都具有频率局部化特性,且拥有几乎独立的频率内
容,即每个小波系数代表了一确定频率范围和局部
空间的信息,因此,这对应于两个事实 [2]：(1)在平
滑区域的信号能量大量聚集在很少的几个低频系

数,而对于高频信号的贡献是微不足道的。 (2)边
缘仅能贡献能量到少量的空间邻域系数。

因此,变换图像的子带中能量簇的构成与空间
位置上原始图像的边缘有关；所以在进行去噪的时

候,既要考虑尽量不使边缘信息丢失,造成图像模
糊,又要能最大可能的滤除噪声。
1.2.2　噪声在小波变换下的统计特征

(1)设 ｎ(ｔ)为零均值白噪声序列,则在小波变
换下仍为零均值序列,并且在小波基下的系数序列
仍为同方差白噪声序列。

即：若 ｎ(ｔ)是一个均值为 0、方差为 σ2的广义
平稳白噪声,则有：

Ｅ[ｎ(ｔ)] =0 (7)
Ｅ[ｎ(ｕ)ｎ(ｖ)] =σ2δ(ｕ-ｖ) (8)

其小波变换为：

Ｗδ(ｓ,ｔ)=ｎ(ｔ)∗ψｓ(ｔ)=∫
Ｒ

ｎ(ｕ)ψｓ(ｔ-ｕ)ｄｕ (9)

ｗδ(ｓ,ｔ)2 =∬ｎ(ｕ)ｎ(ｖ)ψｓ(ｔ-ｕ)ψｓ(ｔ-ｖ)ｄｕｄｖ
(10)

从而,有

Ｅ[|ｗｎ(ｓ,ｔ)|2] =
ａ2 ψ
ｓ

(11)
由此可以看出小波变换 ｗｎ(ｓ,ｔ)的幅值随着尺度 ｓ

的增大而减小。
同时,如果 ｎ(ｔ)为一高斯噪声,则其小波变换

仍然为高斯分布。并且可证明,白噪声局部模极大
值点的稠密度为

ｄｓ=
1
ｓπ

ψ(2)
2ψ(1) +

ψ(1)
ψ (12)

式中,ψ(1)和 ψ(2)分别为 ψ(ｘ)的一阶、二阶导数,即
随着尺度参数 ｓ的增加,ｗｎ(ｓ,ｘ)2的均值和 ｄ逐

渐减小。
Ｍａｌｌａｔ等人已经证明,信号奇异性与 Ｌｉｐｓｈｉｔｘ指

数 ａ在二进小波时有如下关系：

ｌｏｇ2[|ｗ2ｊｆ(ｔ)|]≤ ｌｏｇ2ｋ+ｊａ (13)
式中,ｋ为常数,由此可见,当 ａ>0,则小波变换模
极大值随尺度的增大而增大,当 ａ<0时则相反,对
白噪声 ａ≤0,即其模极大值随尺度的增大而减小。

(2)脉冲噪声 δ(ｔ)在小波域的特性
若给定的噪声为脉冲噪声,则其小波变换为：

ｗｓ(ｓ,ｔ)=δ(ｔ)∗ψｓ(ｔ)= 1ｓψ
ｔ
ｓ

(14)

ｗδ(ｔ)2 = 1
ｓ2
ψ ｔ
ｓ

2
(15)

可以证明,噪声的小波系数是随着尺度 ｓ增大而

减少 [3]。
根据上述的结论,在进行去噪处理的同时,可以根

据信号和噪声的统计特性,考虑先进行多尺度边缘检
测,提取出那些随尺度减小而模极大值减小的点,并保
留它们的值不变,对其余的点进行阈值处理,这样就可
以较好地保留图像的边缘细节,达到去噪的目的。

2　算法及实现
2.1　噪声方差的邻域估计法

　　由于噪声方差是空间位置的慢变函数 [4],因此
采用绝对中值估计法 (ＭＡＤ),利用第一层小波分解
的高频系数 ＨＨ中,每点 (ｍ,ｎ)的邻域 Ｂｎ(ｍ,ｎ)来
估计该点的噪声的方差,这是一个非常稳健的估计
值。邻域的大小与噪声慢变特性有关,边缘的点可
以对称 (周期 )延拓 ＨＨ(图 6)。

通常认为信号的小波系数服从广义高斯分布,其
方差是一个全局统计量。事实上各子带的小波系数
具有很强的空间相关性,大的小波系数往往集中在一
起,对应于图像的边缘和纹理部分；大量的小波系数
是小的,对应于图像的光滑区域,因此信号的小波系
数也是空间非均匀的,同样采用邻域法逐点估计子带
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图 6　二维离散小波分解示意图
Ｆｉｇ.6　Ｉｍａｇｅｄｉｖｅｒｓｅｄｂｙｗａｖｅｌｅｔ

内信号的方差 (注意由于小波的消失矩,细节系数均
值为零 )。一般所采用的邻域窗的尺寸远小于噪声窗
的尺寸,因为噪声强度是随空间位置慢变的,而图像
细节系数具有明显的空间局部性。公式如下 [5]：

σ̂ｘ(ｍ,ｎ)= ｍａｘ(σ̂2ｘ(ｍ,ｎ),0) (16)
σ̂2ｘ(ｍ,ｎ)=

1
Ｌ
　 ∑
ｗ,σ∈Ｂ0(ｍ,ｎ)

｛|ｗ(ｍ,ｎ)|2-σ̂2(ｍ,ｎ)｝

(17)
2.2　软阈值函数,硬阈值函数和半软阈值函数之间

去噪效果的比较算法及实现

　　下面通过编程实现上述不同种类阈值和阈值函

数的去噪。
采用 Ｂａｙｅｓ阈值,阈值门限主要由噪声方差和

子带系数的能量分布共同确定,逐点 Ｂａｙｅｓ阈值表
示如下 [6]：

λ(ｍ,ｎ)=σ̂2(ｍ,ｎ)/σ̂2ｘ(ｍ,ｎ) (18)
　　为简洁起见,忽略了子带和层的标号。这样确
定的阈值是自适应的,在信号能量集中的区域采用
低门限,倾向保留子带的小波系数；在信号能量弱的
区域采用高门限,倾向剔除子带内小波系数,该方法
称为逐点 Ｂａｙｅｓ阈值法。对软阈值和逐点 Ｂａｙｅｓ门
限处理后的小波系数进行逆小波变换,即得到去噪
后的恢复图像。

软阈值函数算法流程：

(1)对原始图像应用 Ｍａｌｌａｔ算法进行小波分
解,得出各尺度小波系数；

(2)设定阈值 Ｔｉ,ｊ,其中 ｊ为尺度系数,ｉ取1,2,
3,分别代表 ＨＨ,ＨＬ,ＬＨ子带图像。对每层得到的
小波系数进行软阈值变换：

ＷＴｉ2ｊ(ｘ,ｙ)=
ＷＴｉ2ｊ(ｘ,ｙ)—Ｔｊ,ｉ,ＷＴｉ2ｊ(ｘ,ｙ)≥Ｔｊ,ｉ
0,—Ｔｊ,ｉ≤ＷＴｉ2ｊ(ｘ,ｙ)≤Ｔｊ,ｉ
ＷＴｉ2ｊ(ｘ,ｙ),ＷＴｉ2ｊ(ｘ,ｙ)≤ —Ｔｊ,ｉ

(19)

得到各尺度小波系数的估值。
(3)对经过上述处理的小波系数进行逆小波变

换,即可得到处理结果,可作为去噪图像的一个
逼近。

硬阈值函数和半软阈值函数算法与上雷同,不
再赘述。

2.3　实现结果

测试图像采用标准灰度测试图像：Ｂａｒｂａｒａ,大
小为 512×512；非均匀噪声由 Ｍａｔｌａｂ软件中的库函
数产生单位方差的均匀高斯白噪声,并给各点乘以
所需的样本方差得到。小波基采用线性相位的双正
交小波 ｂｉｏｒ4.4。估计噪声方差和信号方差的窗长
分别为 11和 5。实现结果如图 7—图 9所示。

图 7　带噪图像
Ｆｉｇ.7　Ｎｏｉｓｙｉｍａｇｅ

图 8　软阈值函数处理结果
Ｆｉｇ.8　Ｄｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｂｙｓｏｆｔ-ｔｈｒｅｓｈｈｏｌｄｉｎｇ

　　衡量去噪性能的指标为均方误差 (ＭＳＥ)和信
噪比 (ＳＮＲ)。

ＭＳＥ= 1
Ｍ×Ｎ∑

Ｍ-1

ｉ=0∑
Ｎ-1

ｊ=0
(ｆ(ｉ,ｊ)-ｆ̂(ｉ,ｊ))2 (20)

式中,ｆ(ｉ,ｊ)和 ｆ̂(ｉ,ｊ)分别定义为原图和重构图像
的灰度值。图像信噪比定义为：

ＳＮＲ=10ｌｏｇ10 σ
2

ＭＳＥ
(ｄＢ) (21)



702　　 遥　　感　　学　　报 第 10卷

图 9　硬阈值函数处理结果
Ｆｉｇ.9　Ｄｅｎｏｉｓｅｄｉｍａｇｅｂｙｈａｒｄ-ｔｈｒｅｓｈｈｏｌｄｉｎｇ

式中,

σ2 = 1
Ｎ×Ｍ∑

Ｎ-1

ｉ=0∑
Ｍ-1

ｊ=0
(ｆ(ｉ,ｊ)-ｆ(ｉ,ｊ))2,ｆ(ｉ,ｊ)

= 1
Ｎ×Ｍ∑

Ｎ

ｉ=0∑
Ｍ

ｊ=0
ｆ(ｉ,ｊ) (22)

　　表 1是本文的实现结果。
表 1　处理结果对比

Ｔａｂｌｅ1　ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＭＳＥ,ＳＮＲ

原带噪图像 软阈值 硬阈值 半软阈值

ＭＳＥ 402.314 201.346 199.966 186.628
ＳＮＲ 22.085 24.377 25.121 25.306

3　结论及展望
总的说来,硬阈值方法可以很好地保留图像边

缘等局部特征,但图像会出现振铃、伪吉布斯效应等
　

视觉失真；软阈值方法处理结果相对平滑得多,但是
软阈值方法会造成边缘模糊等失真现象；半软阈值

法更有效地降低了均方差,同时提高了峰值信噪比,
有效地抑制了噪声,较好地解决了抑制噪声与保留
图像细节之间的权衡问题,得到了最佳的去噪效果。

目前,一些学者根据不同的应用场合,也对上述
阈值函数进行了一定的修正,得到一些新的阈值函
数,也取得了较为理想的效果；除了阈值函数,阈值
的选择也是举足轻重的。

阈值萎缩法只是小波去噪方法中的一种,而小
波系数的建模也越来越重要,更加令人满意的去噪
算法相信不久即会出现。
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