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最小生成树相位解缠中冗余去除算法
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摘　要：　目前,相位解缠的方法中以 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ提出的枝切法最为经典,它通过枝切线将残差点相互连接使得残差
点电荷中和,在相位展开处理的积分中,积分路径不能穿过分支,从而限制误差的传播。但是由于枝切线连接策略
的不合理,往往造成连成的枝切线过多、过长,甚至多条枝切线形成闭合区域,造成不能解缠的 “死区 ”,特别是在残
差点较多的情况,这种现象更为严重。本文在最小生成树原理的基础上,提出的枝切线冗余去除算法能简单、准确
地去除枝切树中的冗余,并保证了相位解缠具有最好的效果。
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1　引　言
利用干涉合成孔径雷达成像处理得到地面高程

的技术是目前 ＳＡＲ领域的研究热点之一 [1],而二维
的相位解缠是提取数字高程模型的一个重要步骤。
由于干涉系统本身的固有特性,干涉相位被限制
(缠绕 )在 (—π,π]之间,是关于 2π模糊的。雷达

信号的低信噪比以及地形起伏引起的重叠、遮挡和
顶底错位等造成的去相关都会引起相位数据的不连

续,导致干涉相位场为非保守场 [2],并使得干涉相
位图周期性得到破坏,相位跳变的边界变得模糊,不
易判断,这些都极大地影响了相位解缠的正常进行。
因此,如何恢复模糊掉的 2ｎπ相位信息,得到实际
相位,一直是干涉 ＳＡＲ成像处理的关键与难点。

目前相位解缠的方法大致分为两大类：一类是
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基于最小范数的解缠算法 [3—6]；一类是基于路径积
分的解缠算法 [7,8]。此外,近年来也有其他的方法
不断涌现,如：贝叶斯方法、最小费用流方法、基于模
型的方法等 [9—12]。最小范数类算法实质是求取缠
绕相位梯度和展开相位梯度差值的均方误差最小的

解平面；路径跟踪类算法是沿着干涉相位图中的某

一路径,积分相位梯度得到展开相位,它总是显式或
隐式的产生分割路径或非连续线,并绕分割线解缠,
因此可以说在每个连通的小片内结果是 “准确的 ”。
在路 径 积 分 算 法 中 又 以 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ提 出 的 枝 切

法 [2,13,14] (Ｂｒａｎｃｈ-Ｃｕｔ)最为经典,根据残差定理 [2],
它通过枝切线连接正负残差点,使枝切树中电荷平
衡,从而实现与路径无关的相位积分展开。相对于
基于最小范数的解缠算法,它的最大优势在于得到
的相位展开结果与输入干涉相位是一致的。但是由
于以往枝切法中设计的枝切连接策略过于简单,加
之一些文献 [15]的不正确描述,严重影响了枝切法的
广泛应用。本文基于对 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ算法的深入分析,
结合图论的相关原理,在提出最小生成树相位解缠
算法的基础上,针对此算法中出现的冗余现象,给出
了一种全新的解决方案。

2　最小生成树算法原理
图论中,在一给定的无向图 Ｇ=(Ｖ,Ｅ)中,Ｖ是

图中所有定点的集合,Ｅ是图中所有边的集合,(ｕ,
ｖ)代表连接顶点 ｕ与顶点 ｖ的边 (即 (ｕ,ｖ)∈Ｅ),而
ｗ(ｕ,ｖ)代表此边的权重,若存在 Ｔ为 Ｅ的子集 (即
Ｔ⊆Ｅ)且为无循环图,使得 ｗ(Ｔ)最优,其中

ｗ(Ｔ)= ∑
(ｕ,ｖ)∈Ｔ

ｗ(ｕ,ｖ) (1)
则此 Ｔ为 Ｇ的最小生成树 [16,17]。

利用最小生成树原理生成枝切线的方法,其实
是确定一种没有预先顶点集合 Ｖ；ｗ(ｕ,ｖ)的值等于
连入生成树的残差点的极性值；生成树生长以

∑
(ｕ,ｖ)∈Ｔ

ｗ(ｕ,ｖ)=0作为结束条件的特殊的最小生
成树。

借用这一原理,最小生成树算法在相位解缠中
枝切线的连接上有别于传统枝切法中连接的策略。
它从相位图中的一个残差点出发,搜索周围的其他
残差点,将最近的点连入当前枝切树中,然后以当前
枝切树中已有的残差点所构成的最大几何图形的几

何中心为新的搜索中心,将其周围的点连到当前生
成树中,直至枝切树中的总电荷平衡,依此类推,再

从未平衡的其他残差点开始搜索,生成新的枝切树,
最终使得残差矩阵中的所有残差点都连到生成树

中。在生成树的连接过程中始终遵循的原则是：将
新找到的残差点连到树中与其距离最近的残差点

上；距离相同时,优先连接那些使得枝切树总极性趋
于平衡的残差点,使得生成的枝切树尽量最短。

3　去除冗余枝切的算法
枝切线选择的 3个基本准则是：枝切线总长度

最短；所有残差点的极性得到平衡；不能形成闭合区

域。通过最小生成树产生的枝切线,由于满足

∑
(ｕ,ｖ)∈Ｔ

ｗ(ｕ,ｖ)=0的条件,残差点的极性必定是平
衡的；另据图论中树的定义及性质,树是不含回路的
连通图,基于最小生成树算法生成的枝切树,自然满
足无闭合区域的条件；而枝切线总长度最短的条件

并不一定得到满足。由于最小生成树形成时没有固
定的生长方向,其算法本身就决定了生成的枝切树
中有冗余枝杈存在的可能。

设存在边 (ｕｉ,ｖｊ)使得
Ｔ=Ｔ1+Ｔ2+(ｕｉ,ｖｊ) (2)

并满足

∑
(ｕ,ｖ)∈Ｔ1

ｗ1(ｕ,ｖ)=0和 ∑
(ｕ,ｖ)∈Ｔ2

ｗ2(ｕ,ｖ)=0
这时 (ｕｉ,ｖｊ)就是冗余的,冗余去除后使得

Ｔ1+Ｔ2 <Ｔ (3)
　　由于过多的冗余会加大枝切树的长度,而过长
的枝切线会造成不能顺序解缠枝切线两边相位的情

况增多,必须通过迂回进行解缠,而这样就会形成严
重的块状效应,直接影响解缠效果。合理的去除冗
余枝切线 (ｕｉ,ｖｊ),不仅不会破坏树上残差点的极性
平衡,更不会形成回路。从这个意义上讲,去除冗余
枝切线保证了最小生成树长度最短,及最小生成树
长度最优。

图 1为消除冗余的示意图,图中的方框代表残
差点,红色代表正残差点,黑色代表负残差点,点之
间的连线为枝切线。未去冗余前,枝切线已经满足
极性平衡和不存在回路,但图中打叉的枝切线是可
以去除的,去除后可以保证枝切树中不存在多余的
枝切线,使得任何树中不再存在满足 (2)式的边
(ｕｉ,ｖｊ),从而使得枝切树最优。具体消除时,从根
点出发开始搜索,找到枝切树的一个末端,设找到图
中箭头所指的这个残差点,接下来就计算该残差点
父点以及父点所有子点的电荷总和,即图中圆圈中
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图 1　消除冗余示意图
Ｆｉｇ.1　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｒｅｄｕｎｄａｎｃｙｒｅｍｏｖａｌ

所有点的电荷总和,如果电荷总和为 0,说明图中虚
线叉所示的枝切线可以断开。如此类推,对整个树
中的所有点遍历后,完成冗余枝切线的消除。

简而言之,就是判断树中两个相连的残差点断
开后,分割开的两个生成树上的电荷总和是否都为
零,如果为零,则说明这两个残差点之间的枝切线是
冗余的,可以断开；反之不能断开。

按上述方法,对生成树上每两个相连的点作上
述判断,并对冗余的枝切线进行断线操作,直至消除
整个枝切树上所有冗余的枝切线为止。具体实施步
骤如下：

ＳＴＥＰ0：最小生成树算法实现过程中,在连接生
成树的时候,记录当前树上残差点的坐标以及树上
各点之间的连接关系,将其写入一个数据结构中,在
去除冗余算法中作为输入参数被调用。

ＳＴＥＰ1：将残差矩阵 ｉｎꏟｒｅｓｉ,枝切树各残差点的
坐标集合 ｔｒｅｅ,树上各点之间的连接关系 ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ
以及起始点的坐标,带入消除冗余枝切的函数中,并
从 ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ中找到与起始点相连的子点的坐标。

ＳＴＥＰ2：判断连接的每个子点是否已经到了树
的末端,如果是,就跳出这个程序,并返回这个子点
的电荷值。

ＳＴＥＰ3：否则递归调用函数,继续查找当前子点
的子点的情况,随后将父点和所有子点的电荷值
相加。

ＳＴＥＰ4：判断累加的电荷是否为 0,如果为零,将
父点与父点的父点之间的连线断开。

ＳＴＥＰ5：否则返回 ＳＴＥＰ4中的累加的电荷和到
ＳＴＥＰ3。

其流程图如图 2所示。从图中可以清楚地看
到,算法设计采用递归的思想后非常简单地解决了
对整个枝切树遍历、判断、消除冗余的工作。

图 2　消除冗余枝切线流程图
Ｆｉｇ.2　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｒｅｄｕｎｄａｎｃｙｒｅｍｏｖａｌｏｆＢｒａｎｃｈ-Ｃｕｔ

4　关键环节
4.1　连接关系 ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ的生成

　　在最小生成树的算法中是不需要存储树中各点

的连接关系的,只是简单的将各点相连。而在消除
冗余算法中,必须用到 ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ,因此需要在原算
法中加入枝切树互连的信息。
4.2　递归调用

本算法利用递归的原理解决了对整个枝切树的

遍历操作,减少了重复的循环和不必要的判断操作,
大大降低了编程复杂度。值得注意的是：每次调用
时都应该以本次找到的子点作为下次搜索的出发

点,并要存储此子点的父点坐标,以备以后断开枝切
线时调用。
4.3　对接地枝切树的操作

由图论的知识可知,以枝切树中任意一点为根
进行搜索、断线都可以,得到的结果都是相同的。但
相位解缠过程中生成的枝切树有接地的情况存在,
对于一端接地的枝切树,必须先确定树上的接地点,
然后以此点为搜索的起始点,只有这样在搜索判断、
断线操作上才不会出现错误。
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4.4　断线操作

本算法中的断线操作不能采用简单的赋值、做标
记的方法。因为残差矩阵中连接枝切的时候,有可能
某些位置被枝切线通过多次,实际中的点不像数学、
图论中的点那样是无限小,残差矩阵中最小的单位是
一个像素,因此同一点连接到其他不同的两个点时,
可能会出现上述情况。如果其中一条线需要断开,那
么通过赋值的方法,将使得通过该点的所有线断开。
考虑到这种情况,本算法弃用以往标识枝切线时,只
是简单地对线上的点进行赋值,如 ｒｅｓｉ(ｉ,ｊ)=ｖａｌｕｅ,
而采用累加一个固定值的方法替代,如 ｒｅｓｉ(ｉ,ｊ)=
ｒｅｓｉ(ｉ,ｊ)+ｖａｌｕｅ。反之在断线操作时,也采用类似的
每次减下这个固定值的做法,如ｒｅｓｉ(ｉ,ｊ)=ｒｅｓｉ(ｉ,ｊ)—
ｖａｌｕｅ,这样就不会出现上述所说的现象。需要说明
的是,如果某位置多线通过,而并没有断线,那么这
点的值由于累加的原因就会大于其他枝切线上点的

值,这时只需要在去除冗余完成后,将大于普通值的
点统一变换到一个普通值就行了。

5　实验结果与分析
本文选用的未解缠相位数据的统计信息见

表 1。图 3是未解缠的相位图,在未消除最邻近偶极
子对时,残差点共为 941个,消除最邻近偶极子对
后,需要枝切处理的正负残差点下降为 471个。

表 1　未解缠相位数据信息
Ｔａｂｌｅ1　Ｔｈｅｒｅｓｉｄｕｅｓｎｕｍｂｅｒｏｆｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｐｈａｓｅｄａｔａ

相位矩阵大小 (像素 ) 512×512

未消除偶极子
正残差数 472个
负残差数 469个

消除偶极子后
正残差数 237个
负残差数 234个

图 4是经过去冗余后形成的枝切图,由图可见,
枝切树数量明显减少、没有闭合现象出现。图 5—
图 7分别显示了图 4中黑矩形框所在区域的未去冗
余、不当的去冗余以及正确去冗余后的局部枝切放
大图。图中红色的点代表正残差点,蓝色的点代表
负残差点,黄色代表枝切线。图 5中箭头所指地方
都存在冗余的枝切线。

冗余的枝切线增加了枝切线的长度,对进一步
的解缠造成不利的影响,但是如果没有充分考虑枝
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切线设置时的具体做法,简单地将冗余枝切线上的
点的值归零,就会造成枝切线的去除错误,甚至造成
解缠结果的误差加大。图 6与图 5中箭头所指相同
位置显示了这一情况,箭头 1处,枝切线错误断开,
造成线上电荷不平衡；箭头 2处,不仅断裂了正确的
枝切线,还造成了孤立的残差点。这样势必会严重
影响相位的正确解缠。通过本文的算法,不仅能正
确去除多余的枝切线,同时保证了断线后的电荷平
衡。图 7显示了正确去除冗余后的效果。

表 2　各方法指标统计数字
Ｔａｂｌｅ2　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｐｈａｓｅ

Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 未去冗余 去冗余

枝切线长度/ｐｉｘｅｌｓ 3249 1521 1469
运行时间/ｓ 29 31 32

从实验结果的定量指标看 (图 2),未去冗余最小
生成树算法比 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ算法在连接的枝切线长度上

有了明显减少；而经过去冗余操作,整个枝切图又去
除冗余枝切线15条,减少枝切线的长度共为 52个像
素数。而运行时间上各方法之间的区别不大。在普
通 ＰＣ机 上 (主 频 为 2.0ＧＨｚ,内 存 512Ｍ),通 过
ＭＡＴＬＡＢ编程实现,对上述数据进行处理,运算时间
都在30ｓ左右。因为运算时间主要是消耗在寻找残
差点,并将其连入枝切线的操作上,这需要遍历相位
图中的每一点,对于去冗余操作只需要进行残差点总
数次的搜索就可以了,与枝切线生成时的运算量相
比,是很小的。图 8—图 10分别是 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ、未去冗
余、去冗余算法得到的解缠图。Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ算法得到的
枝切线由于可能出现闭合,使得相位有较大的区域不
能解缠,造成死区；未去冗余算法的解缠结果相对图
8有了很大地改善,由于最小生成树算法能彻底消除
枝切线的闭合现象,所以图 9中已经没有死区了,但
是由于有的地方枝切线依然过长,造成解缠相位的不
连续,使得解缠后的相位不光滑,出现块状效应,图中
的方框部分最为明显；图 10显示的是通过正确设置
枝切线后,解缠得到的相位图,效果很好。

冗余去除算法不仅对残差点数量少的相位图有

效,对相干性较差、残差点分布密度较高的相位图同
样有效。对于实验用的 128像素 ×128像素大小的
相位图,在正负残差点数各为 355和 356的严重噪
声污染的情况下,共去除枝切线 41条,消除枝切长
度共 133个像素。从图 11可以看出,由于相位图残
差点稠密,枝切线呈现出密集的现象,冗余程度也更
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加严重。从图 12中可以看到通过冗余去除的枝切
线已经有了一定的改善。

结合理论分析和实验结果可以得出,基于最小
生成树的冗余去除算法具有以下特点：(1)避免枝
切树过多、过长、闭合等不良现象的出现；(2)阻止
由于枝切线设置错误所引起的误差的传播；(3)既
保持了枝切法速度快的特点,又优化了算法。

6　结　论
本文通过分析最小生成树相位解缠算法中可能

出现的冗余问题,提出了一种消除冗余的算法,从实
验结果上看,它能正确、快速地消除枝切树中存在的
冗余,从而保证了相位解缠的效果。
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